a.ﬂ Titulacién: Grado en Ingenieria Quimica
" Asignatura: Matem4ticas I

DIAGONALIZACION. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES. EJERCICIOS Y COMPLEMENTOS

En algunas ocasiones, desgraciadamente més de las deseadas, el entendimiento entre matemdticos, fisicos e
ingenieros resulta complicado. Sin duda, esto supone un grave inconveniente cuando un equipo rultidisciplinar
deber trabajar en equipo para resolver un determinado problema. O simplemente cuando se estudia un grado
de Ingenieria y las asignaturas mds aplicadas usan conceptos y resultados impartidos en asignaturas bésicas
como las Matemdticas de primero. Sucede que, a veces, matemdticos, fisicos e ingenieros hablan de lo mismo
pero usando distinto lenguaje. Por ejemplo, si un matematico habla de un endomorfismo entre dos espacios
vectoriales, posiblemente nadie, salvo otro matemadtico, le entenderd. De igual manera, si el ingeniero habla
con un matematico puro sobre el tensor de esfuerzos, entonces serd el matematico quien no le entenderd. Sin
embargo, ambos hablan de lo mismo: de una matriz cuadrada, bédsicamente. Conviene pues conocer algunos
sinénimos que favorezcan esta comunicacién. Recogemos a continuacién algunos de estos ”sinénimos” (ponemos
" "porque realmente algunos de ellos no son sinénimos, pero favorecen la comunicacién):

R® = espacio bi-dimensional = el plano

R? = espacio tri-dimensional = el espacio

base de un espacio vectorial = sistema de referencia

endomorfismo en R*, n = 2,3 = tensor en el plano o en el espacio = operador lineal
espectro de un operador = valores propios de una matriz

Cuadro 1: Algunos sinénimos que conviene conocer.

Con frecuencia, fisicos ¢ ingenieros hablan de elementos o magnitudes invariantes. Por ejemplo, las defor-
maciones principlales de un sélido eldstico son invariantes por cambios de sistemas de referencia. Traducido
al lenguaje matemético esto significa que los autovalores son conceptos asociados a una aplicacién lineal (o
endomorfismo) y por tanto, independientes de la base del espacio vectorial que se esté usando, es decir, inde-
pendientes de la matriz que usemos para representar dicha aplicacién lineal. Sin duda el mds famoso de estos
invariantes es un tensor. Un tensor no es una matriz cuadrada, un tensor (de orden 2 dirian los fisicos) es el
elemento invariante subyacente a una matriz, es decir, una aplicacién lineal.

@ Consideremos el tensor T : R?2 — R? definido como T(x,y) = (22 — y, z + 4y). Si consideramos el sistema
de referencia habitual en Fisica B = ﬁ.” (1,0),7 = (0, Cw, es decir la base canénica de R? o base de las
coordenadas cartesianas, entonces T estd representado por la matriz

2 -1
n=(1 1)
es decir, Ty = Mg_.g(T). Si consideramos ahora un nuevo sistema de referencia, es decir, una nueva base
B = {5 =(1,-1),%; = (3,2)}, entonces el tensor T viene representado por la matriz

3 =5
n-(23).

Comprueba que los autovalores de las matrices T; y T» son iguales y que los autovectores también son los
mismos, sin embargo, las coordenadas de éstos ultimos dependen del sistema de referencia que estemos
usando. No podia ser de otra forma: los autovalores son independientes del sistema de referencia. Y los
autovectores también, pero en el sentido de que dependen solamente del tensor aunque sus coordenadas
cambien segln la matriz que usemos para representar el tensor.

@Hmams de inercia de un sélido rigido. En Mecénica del Sélido Rigido. el lamadeo tensor de inercia
en un punto es una aplicucidn lineal que, como todas, se representa por medio de uns matriz (en este caso

3.

©

simétrica) que denotaremos por I. Las llamadas direcciones principales de inercia se corresponden con los
autovectores de I mientras que los momentos principales de inercia son los autovalores. Supongamos que
el tensor de inercia en coordenadas cartesianas de un sélido bidimensional viene dado por

-(34)

Calcula los momentos principales y las direcciones principales de inercia de 1.

Interpretacidn geométrica: Consideremos la elipse de ecuacién 512 + 8zy + 5y2 = 1. Dibuja, con Maxima,
dicha elipse. Comprueba que , con la ayuda de la matriz I anterior, la ecuacién de la elipse puede escribirse

en la forma 5 4
T
@i} s)(5)-»

Los autovalores de I son 9 y 1 y sus autovectores asociados ( de norma uno) son ¥ = &G, yth=
wA 1, —1). La matriz de cambio de base P que contiene los autovectores es ortogonal con lo que P~! = PT.
Por tanto, se tiene la descomposicién

(£ )30 DEDHC )
v

2 2
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522 +8 +mnner viA v
eIy V2 N

lo que indica que con el cambio de variables X = $ eY = a|,w.mﬁ la ecuacién de la elipse es 9X24+Y? = 1.
Dibuja con Maxima esta nueva elipse. Importante: Observa que lo que acabamos de hacer es escribir la
elipse en las direcciones principales de inercia y que el mayor autovalor 9 se corresponde a la direccién de
menor inercia mientras que el autovalor 1 tiene asociado el autovector de mayor inercia.

Si multiplicamos por la izquierda por (z,y) y por la derecha por A v se tiene la identidad

Elasticidad Lineal [4]. Se supone que el tensor de pequeiias deformaciones £ en un entorno de un punto
de un sélido eldstico trabajando a deformacién plana viene dado por

|Eo|mo|o,
m|A|mo sov;o :

Calcula las deformaciones principales (autovalores) y direcciones principales de deformacién (autovectores
normalizados, es decir, de médulo 1). Interpretacidn geométrica: la misma que en el ejercicio anterior
pero cambiando la palabra inercia por deformacién.

Solucién: ; = (110 + 10v/65) - 1078, &5 = (110 — 10v/65) - 10~

7y = (F0,7497, 70,6618), i, = (=0,6618, 50,7497)

La teoria de Hiickel en Quimica Orgénica [2]. Esta teorfa analiza la posibilidad para algunos
tipos de moléculas de tener propiedades aromdticas. Aplicada al ciclobutadiene CyHy, aparece asociado
el problema de autovalores

HC =EC

donde H representa el Hamiltoniano efectivo de un = electrén del sistema, los autovalores E de H son
la energias orbitales de los 7 electrones, y los autovectores C representan las correspondientes orbitales
moleculares. En concreto,

B 0
a B
H= ok
0 8

o ™R
Lweoew

donde a, # nimeros reales negativos. Comprueba que los autovalores de H son E; = a+23, E; = Es = o,
Ey = a—28, y que C; = (1,1,1,1), C; = (0,1,0,-1), C3 = (1,0,-1,0) , C4 = (1,-1,1,-1) son
autovectores asociados.
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